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1 Introduc¸a˜o
O artigo estudara´ um sistema dinaˆmico baseado na sequeˆncia ”Look and
Say” estudada pelo matema´tico John Conway. Sera˜o analisadas condic¸o˜es
necessa´rias para que palavras sejam pontos fixos, bem como sera´ apresentada
uma tabela listando todos os pontos fixos para o sistema dinaˆmico (sequeˆncia)
sobre determinados alfabetos.
2 Considerac¸o˜es iniciais e notac¸o˜es
Inicialmente vamos definir os conceitos ba´sicos usados no artigo. Dizemos
que um conjunto Σ composto por s´ımbolos distintos e´ um alfabeto. Uma
palavra sobre o alfabeto Σ e´ uma lista de s´ımbolos de Σ, justapostos pela
operac¸a˜o de concatenac¸a˜o ”||”. Ou seja, dado o alfabeto Σ = {0, 1, 2} um
exemplo de palavra e´ w = 1||2||2||3 ou simplesmente w = 1223. Denotamos
por Σ∗ o conjunto de todas as palavras sobre o alfabeto Σ.
Observa-se que ao longo do artigo se abusara´ da bijec¸a˜o existente entre a
representac¸a˜o em base nume´rica k de N e o conjunto de palavras Σ∗k sobre o
alfabeto Σk = {0, 1, ..., k − 1}.
A operac¸a˜o |x|i denotara´ o nu´mero de letras i ∈ Σ na palavra x ∈ Σ
∗.
Ainda, |x| denotara´ o nu´mero total de letras na palavra x ∈ Σ∗k
Dado x0 ∈ Σ
∗
k e , definimos a sequeˆncia (xn)n ∈ Σ
∗ recursivamente pela
expressa˜o:
xn+1 = Pk(xn) = a(n1,1)a(n1−1,1)...a(0,1)b1a(n2,2)...a(0,2)b2...a(nr ,r)...a(0,r)br
Tal que (a(nj ,j)...a(0,j))k = |xn|bj , 1 ≤ j ≤ r com |xn|bj 6= 0, 1 ≤ j ≤ r e
b1 > b2 > ... > br.
Ressaltamos que neste caso, a expressa˜o (a(nj ,j)...a(0,j))k implica que nos refe-
rimos ao nu´mero unicamente definido em base nume´rica k por a(nj ,j)...a(0,j).
Por exemplo, dado x0 = 123 ∈ Σ
∗
10, temos: x1 = 131211, x2 = 131241, ...
Computando o restante de termos da sequeˆncia, notamos que esta converge
para o ponto fixo x = 14233221 ∈ Σ∗10.
De fato, notamos que para outros valores de x0 a sequeˆncia parece tambe´m
convergir para diversos pontos fixos ou ciclos. A pergunta natural que surge
enta˜o e´ se para dado qualquer x0 ∈ Σ
∗
k o sistema sempre se estabiliza? A res-
posta e´ sim, como pode-se ver atrave´s do seguinte teorema, que usa do fato
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de a representac¸a˜o nume´rica de uma nu´mero ser ter, em geral, comprimento
menor que o nu´mero em si.
Teorema 1. Para todo x0 ∈ Σk, a sequeˆncia definida por xn+1 = Pk(xn)
converge para um ponto fixo ou ciclo.
Demonstrac¸a˜o. Note que o nu´mero de palavras com no ma´ximo um nu´mero
de letras l ∈ N e´ finito, logo basta mostrar que o nu´mero de letras dos termos
da sequeˆncia e´ limitado para n suficientemente grande. Repare que o nu´mero
de letras de xn+1 ∈ Σk e´ dado por:
|xn| = ⌊logk xn⌋+ 1
Ale´m disso, pela definic¸a˜o, temos que:
|xn+1| = |(|xn|k−1)k |+ |(k − 1) |+ | ... |+ | (|xn|0)k |+ | 0|
≤ |(|xn|k−1)k |+ | ... |+ | (|xn|0)k|+ k
≤ k
∣∣∣∣
(
|xn|
k
)
k
∣∣∣∣ + k = k
⌊
logk
|x|
k
⌋
+ 2k
Assim:
|xn+1| ≤ k⌊logk |xn|⌋+ k (1)
Uma vez que
⌊logk r⌋ ≤ r/k
2 + 1 ∀r ∈ N
Temos enta˜o de (1) que:
|xn+1| ≤
|xn|
k
+ 2k
Logo, para |xn| >
2k2
k−1
, temos que:
|xn+1| < |xn|
Ale´m disso, para |xn| ≤
2k2
k−1
, implica que
|xn+1| ≤
|xn|
k
+ 2k ≤
2k
k − 1
+ 2k =
2k2
k − 1
Logo, seja l = max{|x0|, ⌈
2k2
k−1
⌉}. Enta˜o |xn| ≤ l ∀n ∈ N
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Mais ainda, o resultado diz que |xn| ≤ ⌈
2k2
k−1
⌉ para todo n > N ∈ N sufi-
cientemente grande.
Assim temos que todos os pontos fixos num alfabeto Σ∗k tem comprimento
menor ou igual a ⌈ 2k
2
k−1
⌉. Note que como existem k letras em Σk, o nu´mero
de palavras com comprimento l e´ dado por kl. Assim o nu´mero de palavra
com comprimento menor ou igual a ⌈ 2k
2
k−1
⌉ e´ dado por:
n = k1 + k2 + ...+ k⌈
2k2
k−1
⌉ =
k⌈
2k2
k−1
⌉+1 − k
k − 1
Fica simples enta˜o mostrar que para k = 2 os u´nicos pontos fixos sa˜o x′ = 111
e x′′ = 1001110, por exemplo, pois basta testar o pequeno nu´mero de n = 510
palavras. Pore´m note que n cresce exponencialmente, de modo que para
k = 6, n = 564221981490. Essa dificuldade nume´rica motivou o segundo
teorema, que da´ mais condic¸o˜es necessa´rias para uma palavra ser ponto fixo.
Teorema 2. Seja x ∈ Σ∗k ponto fixo de uma sequeˆncia da forma xn+1 =
Pk(xn), tal que:
x = a(n1,1)a(n1−1,1)...a(0,1)b1a(n2,2)...a(0,2)b2...a(nr ,r)...a(0,r)br
Com a(i,j) ∈ Σk, ∀i < nj e a(nj ,j) ∈ Σk − {0} e 0 ≤ nj; 1 ≤ j ≤ r.
Enta˜o:
r∑
j=1
nj ≥
r∑
j=1
knj − 2r
Demonstrac¸a˜o. Inicialmente, note que:
|x| = (n1 + 1) + 1 + (n2 + 1) + 1 + ... + (nr + 1) + 1 =
r∑
j=1
nj + 2r (2)
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Ale´m disso, como x e´ ponto fixo, Pk(x) = x, logo:
a(n1,1) · k
n1−1 + ...+ a(0,1) · k
0 = |x|b1
a(n2,2) · k
n2−1 + ...+ a(0,2) · k
0 = |x|b2
...
a(nr ,r) · k
nr−1 + ...+ a(0,r) · k
0 = |x|br
∴
r∑
j=1
(
a(nj ,j) · k
nj + ... + a(0,j) · k
0
)
= |x|
Como 0 ≤ a(i,j), temos que:
r∑
j=1
(
a(nj ,j) · k
nj
)
≤ |x|
Como 1 ≤ a(nj ,j), temos que:
r∑
j=1
knj ≤ |x|
Mas enta˜o, a equac¸a˜o (2) implica que:
r∑
j=1
knj ≤
r∑
j=1
nj + 2r
Logo,
r∑
j=1
nj ≥
r∑
j=1
knj − 2r
Na verdade, esse teorema e´ um caso espec´ıfico do caso mais geral tratado
em seguida.
Se denotarmos por xi para i = 1, ..., p as palavras que formam um p-ciclo,
tais que, para i = 1, ..., p:
x = a(n(1,i),1,i)a(n(1,i)−1,1,i)...a(0,1,i)b1a(n(2,i),2,i)...a(0,2,i)b2...a(n(r,i) ,ri,i)...a(0,r,i)br
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Teorema 3. Sejam as palavras xi as palavras que formam um p-ciclo em
Σ∗k. Enta˜o:
p∑
i=1
r∑
j=1
n(j,i) ≥
p∑
i=1
r∑
j=1
kn(j,i) − 2pr
Demonstrac¸a˜o. Segue similar a` do Teorema 2.
Escolhemos demonstrar o Teorema 2 ao inve´s do caso mais geral que e´ o
3 simplesmente por uma questa˜o de notac¸a˜o mais simples. Dos treˆs teoremas
e´ fa´cil verificar computacionalmente o seguinte corola´rio:
Corola´rio 1. A sequeˆncia da forma xn+1 = P2(xn), converge para o ponto
fixo: x = 1001110, para todo x0 ∈ Σ
∗
2, exceto para x0 = x
′ = 111.
Ou seja, na˜o existem ciclos com p ≥ 2 na base 2. O mesmo ja´ na˜o e´ ver-
dade da base 3 em diante. Apesar deste teorema restringir diminuir o nu´mero
de palavras a serem testadas para pontos fixos ou ciclos, a implementac¸a˜o
computacional e´ mais complicada, dificultando a verificac¸a˜o de ciclos e pon-
tos fixos para bases maiores, ficando em aberto, ainda, o problema de achar
uma descric¸a˜o eficiente para os pontos fixos e ciclos da sequeˆncia numa dada
base.
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Fixed Points para Σ∗k, com k =
2 3 4 5 6
111 22 22 22 22
1001110 11110 1211110 14233221 14233221
12111 1311110 14331231 14331231
101100 1312111 14333110 14333110
1022120 23322110 23322110 15143331
2211110 33123110 33123110 15233221
22101100 132211110 131211110 15331231
141211110 15333110
141311110 23322110
141312111 33123110
1433223110 1433223110
14132211110 1514332231
1533223110
14131211110
15131211110
15141311110
15141312111
1514132211110
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